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Etude Exp6rimentale de la Propagation des Rayons X dans 
des Cristaux Parfaits D6form6s Sous l'Aetion d'un Gradient Thermique* 

PAR C. MALGRANGE 

Laboratoire attachd d la chaire de physique thdorique du Colldge de France, Paris, France 

(Re¢u le 25 septembre 1968) 

Silicon crystals are deformed by a uniform temperature gradient. The two X-ray wave fields emitted 
from a very weakly divergent wave packet incident on these crystals have been studied separately in the 
symmetric Laue case, with a double crystal spectrometer. The intensities of the two wave fields and the 
widths of the intrinsic rocking curves have been measured for values of the thermal gradient ranging 
from - 80 °cm-X to + 80°cm -a. The results obtained are compared with the theoretical results of Penning 
& Polder (1961, Philips Res. Repts. 16, 419). The agreement is very good. 

Plusieurs auteurs ont 6tudi6 th6oriquement la propa- 
gation des rayons X dans des eristaux 16g~rement d6- 
form6s. Les diverses th6ories peuvent se classer en deux 
grands groupes: les th6ories que nous appellerons 'g6o- 
m6triques' (Penning & Polder, 1961; Kato, 1963, 
1964a, b) et celles que nous appellerons 'g6n6rales' 
(Takagi, 1962; Taupin, 1964). 

Nous avons eompar6 ces diverses th6ories et surtout 
montr6 dans quelle mesure elles se v6rifiaient exp6ri- 
mentalement. Nous avons choisi comme d6formation 
une courbure des plans r6fleeteurs due ~t l 'action d 'un 
gradient thermique appliqu6 entre les extr6mit6s d 'un 
cristal, d'une part parce que l'expression math6mati- 
que d'une telle d6formation est simple et, d'autre part, 
paree que eette d&ormation se contr61e bien exp6ri- 
mentalement. 

Les th6ories 'g6om6triques' font appel h des raisonne- 
merits d'optique g6om6trique. Les auteurs eommencent 
par d6finir un veeteur d'onde 'local' satisfaisant locale- 
ment aux 6quations de Laue. Le probl6me consiste 
alors h 6tudier la variation de ce vecteur d'onde en 
fonction de la position dans le cristal, pour une d&or- 
mation donn6e du r6seau cristallin. Une fois ce pro- 
blame r6solu, il est facile de d6duire des 6quations de 
Laue la direction de propagation de l'6nergie en tout 
point du cristal, done les trajets et l'intensit6 de chacun 
des champs d'ondes cr66s par l 'onde incidente. Ces 
th6ories conservent le support de la surface de disper- 
sion. Elles 6tudient, pour une d6formation donn6e, le 
d6placement du point caract6ristique sur cette surface 
en fonction de la position dans le cristal. Pour obtenir 
la valeur de ce d6placement Penning & Polder traitent 
le probl6me par analogie avee la propagation des 
rayons lumineux dans un milieu d'indice variable; 
Kato d6montre qu'on peut appliquer le principe de 
Fermat et il en d~duit tous ses r~sultats. 

Penning & Polder d'une part et Kato d'autre part, 
obtiennent les m~mes 6quations pour la variation du 

* Ce travail fait partie d'une th6se de doctorat d'Etat 
soutenue le 20 d6cembre 1967 (enregistr6e au C.N.R.S. sous 
le numero: A.O. 1895). 

vecteur d'onde en fonction de la profondeur dans le 
cristal. Ils en d6duisent done les m~mes trajets et les 
m~mes intensit6s des champs d'ondes. 

Les th6ories 'g6n6rales' utilisent une m6thode toute 
diff6rente. Takagi, par exemple, r6sout les 6quations 
de Maxwell en cherchant comme solution une fonction 
de Bloeh modifi6e, form6e d'ondes dont les amplitudes 
sont lentement variables. I1 obtient, dans le eas ~t deux 
faiseeaux, deux syst6mes de deux 6quations aux d6ri- 
v6es partielles (un syst6me pour chaque direction de 
polarisation). Ces syst~mes ne peuvent pas ~tre r6solus 
analytiquement, sauf dans des eas tr~s particuliers. I1 
faut, en g6n6ral, les r6soudre par le caleul num6rique, 

l'aide d'une calculatrice 61ectronique (Authier, Mal- 
grange & Tournarie, 1968). La th6orie de Takagi est 
doric moins maniable que les th6ories g6om6triques et 
elle perd le support g6om6trique de la surface de dis- 
persion. Par contre, elle ne fait pas appel h des notions 
d'optique g6om6trique (rayons) et elle tient eompte des 
ph6nom6nes de diffraction. Elle est done tr~s pr6cieuse 
lorsqu'on s'int6resse aux ph6nom~nes de diffraction. 

Nous avons montr6 (Authier, Malgrange & Tour- 
narie, 1968) que, si la d6formation est due ~t l 'aetion 
d 'un gradient thermique s'exer~ant entre les extr6mit6s 
du cristal, les th6ories g6om6triques et la th6orie de 
Takagi aboutissent aux m~mes r6sultats en ce qui con- 
cerne les trajets et les intensit6s. C'est pourquoi nous 
comparerons nos r6sultats exp6rimentaux h ceux de 
l'une quelconque de ces th6ories, soit, par exemple, 
celle de Penning & Polder qui est la plus facile ~t utiliser 
dans ce cas. 

Les premi6res exp6riences faites sur des cristaux 
courb6s sont dues h Hildebrandt (1959). Ce sont ses 
r6sultats qui ont suscit6 le ealeul de Penning & Polder 
(1961). Ensuite Takagi, Kato puis Taupin ont publi6s 
leurs th6ories et plusieurs auteurs se sont alors int6res- 
s6s ~ la v6rification exp6rimentale de ees th6ories: Ok- 
kerse & Penning (1963); Hart (1966); Ando & Kato 
(1966). Les m6thodes qu'ils ont utilis6es ne leur per- 
mettaient pas d'~tudier s6par6ment les deux champs 
d'ondes. Les uns utilisaient des cristaux assez absor- 
bants pour que subsiste seulement le champ 1, faible- 
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ment absorb6, leg autres utilisaient des cristaux minces 
sur lesquels ils 6tudiaient leg interf6rences entre leg deux 
champs d'ondes. 

Au contraire, le montage ~t deux cristaux que nous 
avons utilis6 permet d'6tudier s6par6ment leg deux 
champs d'ondes. Son principe est le suivant (Authier, 
1961): un foyer lin6aire F envoie un faisceau de rayons 
X sur un premier cristal C1, r6g16 en r6flexion de Bragg, 
dang un montage en transmission (Fig. 1). Le faisceau 
r6fl6chi issu de ce cristal se focalise dans une r6gion 
dont la distance au cristal est 6gale ~t celle du foyer 
au cristal. Une fente fine f (50  pm environ) plac6e dang 
cette zone de focalisation permet d'isoler un pinceau 
de rayons X dont tous leg rayons ont, quelle que soit 
leur longueur d'onde, le m~me 6cart ~ l'incidence de 
Bragg (5  ̀0,1 seconde pros environ) par rapport h u n  
second cristal, identique et parall~le au premier. 

Le pinceau de rayons pratiquement parall~les, issus 
de la fente, donne naissance, dang le second cristal 
deux champs d'ondes de directions de propagation 
distinctes. Ils se s6parent dang le cristal 5̀  partir d'une 
certaine 6paisseur d'autant plus faible que la largeur 
de la fente est plus petite. A la sortie du cristal chaque 
champ d'ondes donne naissance h deux ondes, une 
dang la direction de l'onde incidente, l'autre dang la 
direction de l'onde r6fl6chie. Sur un film photographi- 
que plac6 apr~s le second cristal on obtient donc quatre 
pinceaux. 

Dispositif exp6rimental 

Nous avons appliqu6 un gradient thermique 5̀  des 
cristaux de silicium. Le digpogitif exp6rimental que 
nous avons utilig6 est analogue 5̀  celui de Hart (1966). 

f 
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F R2 

T1 
T= 

C2 
Fig. 1. Principe du montage ~t deux cristaux. FC1 = C l f  "~ 25 cm; 

f C 2 = C 2 P " I  cm. P: plaque photographique. R: faisceau 
r6fl6chi; RI: champ 1; R2: champ 2. T: faisceau r6fract6; 
TI: champ 1; 7"2: champ 2. 

Liquide Therrnocouptes de 
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Fig. 2. Dispositif exp6rimental. 

Une extr6mit6 du cristal 6tudi6 est soud6e 5̀  un petit 
r6servoir de cuivre dang lequel circule un liquide ther- 
mostat6 (Fig. 2). L'autre extr6mit6 est soud6e ~t un petit 
cristal de silicium peu r6sistant (15 ohms environ) qui 
sert de r6sistance chauffante. Deux ills fins soud6s 5̀  
cette r6sistance permettent de lui fournir un courant 
r6gul6. Des couples thermo61ectriques du type chromel- 
alumel sont soud6s 5̀  chaque extr6mit6 du crigtal 6tudi6. 

Leg soudures sur le silicium sont faites 5̀  l 'indium 
apr~s nickelage du silicium par un proc6d6 qu'on ap- 
pelle 'electroless' (Brenner & Riddell Grace, 1946, 
1947). Cette m6thode n6cessite une immersion com- 
pl&e de la piece. On recouvre donc le cri~tal d'un 
vernis partout off l 'on ne veut pas faire de soudures. 
Apr~s le nickelage, le vernis est dissout dang un solvant. 

L'ensemble de ce montage est fix6 au porte cristal 
par l'interm~diaire du r6servoir de cuivre uniquement, 
afin de cr6er lemoins possible de tension. 

Leg couples ont 6t6 6talonn6s par rapport 5̀  un ther- 
morn&re 5̀  mercure tr6s pr6cis. La temp6rature des 
extr6mit6s du cristal, lue b, l'aide des couples, varie de 
un degr6 au plus pendant douze heures, mais la valeur 
du gradient thermique dang le cristal ne varie que de 
0,1 °cm -1 environ pendant le marne temps. Cependant 
nous avons utilis6 leg couples pour obtenir simplement 
une courbe d'6talonnage nous donnant la valeur du 
gradient thermique en fonction de la puissance d61ivr6e 
dang la r6sistance par l'alimentation stabilis6e, lorsque 
le liquide thermostat6 reste ~t une temp6rature fixe bien 
d6termin6e. Pendant leg exp6riences, leg couples sont 
dessoud6s afin d'61iminer leg tensions que provoquent 
ces soudures. La valeur du gradient thermique est alors 
obtenue 5̀  partir de la mesure de la puissance d6velop- 
p6e dang la r6sistance et de la courbe d'6talonnage. 

On a donn6 au gradient thermique diverges valeurs 
comprises entre 0 et 80 °cm-1. La valeur de la temp6ra- 
ture du cristal au niveau de l'impact du faisceau de 
rayons X varie d'une mesure h l'autre puisque la tem- 
p6rature du point chaud varie, tandis que le point froid 
reste 5̀  une temp6rature fixe au cours de l'ensemble des 
exp6riences. Nous avons v6rifi6 que la diff6rence de 
temp6rature entre le premier cristal (qui reste toujours 

la temp6rature ambiante soit environ 22 °) et le 
deuxi~me cristal ne d6truisait pas la corr61ation existant 
entre les diverges longueurs d'ondes composant le fais- 
ceau incident sur le second cristal et leur 6cart ~t l'inci- 
dence de Bragg sur ce mame cristal. 

Rappel des resultats th6oriques obtenus 
par Penning & Polder 

Nous donnerons leg r6sultats de cette th6orie dang le 
cas particulier off leg plans r6flecteurs utilis6s sont per- 
pendiculaires ~t la face d'entr6e du cristal. Le para- 
m&re qui indique l'efficacit6 de la d6formation par 
rapport au trajet et 5̀  l'intensit6 des rayons X est: 

fl = 2 tg 09 (n. V ro~T) (1) 
Zh 

A C 25A - 6 
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O1~1 0B est l'angle de Bragg, 
Zn, le terme de rang h du d6veloppement en s6rie 

de Fourier de la susceptibilit6 61ectrique, 
n, un vecteur unitaire perpendiculaire aux plans r6- 

flecteurs et orient6 ainsi que l'indique la Fig. 3, 
a, le coefficient de dilatation lin6aire du cristal, 
T, la temp6rature.  
On voit que la partie efficace du gradient thermique 

est sa composante perpendiculaire aux plans r6flec- 
teurs. 

Nous avons indiqu6 sur la Fig. 3 dans quels cas la 
valeur de fl est positive ou n6gative. Dor6navant, lors- 
que nous parlerons de gradient thermique positif ou 
n6gatif cela signifiera un gradient thermique correspon- 
dant ~t une valeur du param6tre fl respectivement posi- 
tive ou n6gative. 

D'autre part, nous utiliserons le param6tre/ /d6fini  
par Authier*. Dans le cas sym6trique, la valeur de t/ 
est donn6e par la formule: 

AO sin 20B 
- c z ~ ,  (2) 

off AO est l'6cart g l'incidence de Bragg de l 'onde inci- 
dente, et C est un param~tre qui vaut 1 ou cos 20 selon 
que l 'onde incidente est polaris6e perpendiculairement 
ou parall~lement au plan d'incidence. 

Trajet des rayons dans le cristal 
Les trajets des rayons X dans le cristal sont des frac- 

tions d'hyperboles dont les equations sont de la forme: 

__ I/ - ( f l z - r / , )  2 =  l ,  (3) 

off r h est la valeur du param~tre r/~ l'entr6e du cristal. 
Les axes Ox et Oz repr6sent6s sur la Fig.4 sont 

parall~les respectivement ~t la face d'entr6e du cristal 
et ~ la normale ~ cette face d'entr6e. 

Le signe sup6rieur correspond au trajet du champ 1, 
le signe inf6rieur h celui du champ 2. 

Cette 6quation montre que les asymptotes des trajets 
sont parall~les aux directions de l 'onde incidente et de 
l 'onde r6fl6chie et que, pour un gradient thermique 
donn~, les trajets sont parallNes h des fractions de 
l 'hyperbole H d'6quation: 

Pour connaitre les trajets des rayons X pour une 
valeur quelconque de l'6cart h l'incidence de Bragg de 
l 'onde incidente, c'est h dire pour une valeur quel- 
conque du param~tre rh, il suffit de choisir sur cette 
hyperbole deux origines: une pour le champ 1, soit A 
de coordonn6es: 

tg 0 r h . 
x = --~--Vr/~ + 1 , z - fl , (4) 

*Dans le cas sym6trique r/ d6fini par Authier=-r/ d6fini 
par Penning & Polder. 

une pour le champ 2, soit A' de coordonn6es: 

tg 0 1 / ~  + 1 z = - r/-L (5 )  x . . . .  2 .... , 

Les trajets des rayons X sont les parties de l 'hyper- 
bole H, d'origines A et A', dirig6es dans le marne sens 
que l'axe Oz, que l 'on translate de fa9on que A et A' 
viennent en 0 (Fig. 4). 

On peut remarquer que, dans tous les  cas, la cour- 
bure du champ 1 est de marne signe que celle des plans 
r6flecteurs et la courbure du champ 2 est de signe op- 
pos6. 

On voit aussi, d'aprhs l '4quation (3), que les trajets 
des rayons X au niveau de la face d'entr6e sont 6videm- 
ment tangents aux directions qu'auraient les champs 
d'ondes si le cristal 6tait parfait. 

db 

, /  

I ~<0 I ~>0 

\ 

Fig. 3. Signe du param~tre ,8 en fonction de l'orientation du 
gradient thermique par rapport au faisceau incident. 
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Fig.4. Trajet des champs d'ondes en fonction du sens du 
gradient pour divers 6carts h l'incidence de Bragg de l'onde 
incidente. - . . . .  champ 1 ; . . . .  champ 2. 
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Intensitd des ondes dt la sortie du cristal 
A la sortie du cristal, les deux ondes composant 

chaque champ d'ondes se s6parent. On obtient ainsi 
quatre pinceaux, deux dans la direction de l'onde inci- 
dente, deux dans la direction de l'onde r6fl6chie. Soient 
IRI et Ii~2 les intensit6s dans la direction r6fl6chie des 
ondes issues des champs 1 et 2 respectivement, et IT~ 
et 1~'2 celles des ondes issues des champs 1 et 2 dans 
la direction r6fract6e. Ces intensit6s sont donn6es, 
d'apr~s Penning & Polder, par les formules suivantes" 

ITs_ = 1 
41/~---~+ 1 I /~ , -~  (V~2+ 1 +r/,) (Vr/2+ 1 +r/e) 

xexp - c ~  1+ X~o fld l°g l/r/~ + l + r/t 

IT2 1 
_ . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

x0 - 4 ~,~¢~-Ti V~Tg-f (l/b, ~+ l - r / d  ( ¢ ~ +  l-r/e) 

[ /~d ( ;(,h 1 I/r/~+l+r/e)] 
x exp - c o ~  1 Zi0 fld log i/_~ + 1 + r/t 

I_R! = 1/~,2+ 1 +r/e 

I0 4 I/~t-- ~ ~ (l/r/2 + 1 + r/,) 

[ / ~ d (  X,___~ 1 l/r/T+ 1 +r/e )] 
xexp - c ~  1+ D0 fly log l /~}+l+r / ,  

/ R  2 

/0 
_ l / ~  2 + 1-r/e 

4 - ~ ) ~  l / ~ - ~  (I/~ + 1-rh)  

xexp - c ~  1 Z,o fldl°gl/r/2+l+r/' 

oh Io est l'intensit6 du faisceau incident; 
d l'6paisseur du cristal; 
/~ le coefficient d'absorption lin6aire; 

,Zt0 et Dh. les termes de rang 0 et h respectivement du 
d6veloppement en s6rie de Fourier de la partie imagi- 
naire de la susceptibilit6 61ectrique; 

r/~ la valeur du param&re r/ au niveau de la face 
d'entr6e du cristal, r/e sa valeur au niveau de la face 
de sortie du cristal. 

r/e est donn6 par la relation: 

r /  e = r /  t - f l d  . 
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Fig. 5. Profils de r6flexion th6oriques calcul6s pour diverses valeurs du gradient thermique. Cristal de silicium d'6paisseur 0,7 ram; 
r6flexion 220; rayonnement incident de longueur d'onde 0,7 A. . • champ 1 ; - -  champ 2. 

A C 2 5 A  - 6 *  



360 E T U D E  E X P E R I M E N T A L E  DE LA P R O P A G A T I O N  DES R A Y O N S  X 

Ces formules permettent de voir comment les profils 
de r6fiexion et de r6fraction sont modifi6s lorsqu'on 
applique un gradient thermique donn6. 

Si l 'on consid~re uniquement les intensit6s dans la 
direction r6fl6chie on remarque les point suivants: 

(1) Les profils de r6flexion, trac6s en fonction 
de r/~, restent sym6triques, non plus par rapport h r/~ = 0 
comme dans le c a sh  gradient nul, mais par rapport 
h 17~=fld/2. Nous appellerons AOo l'6cart h l'incidence 
de Bragg correspondant it cette valeur particuli~re du 
param~tre r/~. 

(2) Lorsque le cristal est parfait (fl=0), on sait que, 
dans la direction r6fl6chie, l'intensit6 maximale du 
champ 1 est sup6rieure h celle du champ 2. Le profil 
IR1 se situe nettement au dessus du profil IR2 (Fig. 5). 

Lorsqu'on applique un gradient thermique n6gatif 
(/~<0), l'intensit6 IR1 augmente et I~ 2 diminue par 
rapport h leurs valeurs respectives lorsque fl=0. L'in- 
tensit6 du champ 2 devient de plus en plus n6gligeable 
par rapport h celle du champ 1. 

Lorsqu'on applique un gradient thermique positif 
(/~>0), l'intensit6 IR~ diminue et IR2 augmente par 
rapport ~ leurs valeurs respectives ~ gradient nul. Les 
profils IR1 et IR2 se rapprochent et deviennent confon- 

~ Z in- Remarquons quecette valeur d u s q u a n d f l = c  0 Zi0" 

de/3 ne d6pend pas de l'6paisseur, d, du cristal. Si on 
augmente encore le gradient, le champ 2 devient plus 
intense que le champ 1 (Fig. 5). 

Largeur des profils de rkflexion 
Si l'on calcule, ~ l'aide des 6quations (6), un certain 

nombre de profils de r6flexion, somme des profils de 
r6flexion des champs 1 et 2 (1R1 + IR2), pour une 6pais- 
seur donn6e du cristal, on voit que la largeur de ces 
profils varie lorsque le gradient thermique varie. La 
variation de la largeur de ces profils en fonction du 
gradient thermique est repr6sent6e sur la Fig. 6, pour 
deux cristaux de silicium d'6paisseurs respectives 0,7 
mm et 10 mm qui regoivent le rayonnement Kc~ du 
molybd~ne pour une r6flexion 220. 

On remarque sur la courbe en trait plein, c'est-h-dire 
pour une 6paisseur de 0,7 mm, que la largeur augmente 
d~s que le gradient est positif. Elle diminue 16g~rement 
pour de faibles gradients n6gatifs puis augmente pour 
des gradients n6gatifs de plus en plus forts. 

La courbe en traits pointill6s correspondant ~ un 
cristal de 10 mm d'6paisseur est tr~s diff6rente. La lar- 
geur du profil de r6flexion augmente beaucoup plus 
vite lorsque le gradient thermique augmente. De tels 
cristaux sont done tr~s sensibles it de faibles gradients 
thermiques. Ceci explique que Hildebrandt (1959) ait 
pu 6tudier l'influence d'une d6formation due h u n  gra- 
dient thermique, en appliquant un gradient thermique 
variant dans le tr~s faible intervalle de -0 ,6 °cm -~ 
+0,6 °cm-L En effet, il utilisait un cristal de calcite (de 
coefficient d'absorption de 22 cm-1 pour la radiation 
utilis6e) de 3,2 cm d'6paisseur. 

Mais, sur un cristal aussi absorbant, le champ 2 est 
compl&ement absorb6. Hildebrandt ne pouvait done 
6tudier que l'influence d'un gradient thermique sur la 
propagation et l'intensit6 du champ 1, faiblement ab- 
sorb6. 

Si l 'on veut 6tudier l'effet d'un gradient thermique 
sur chacun des deux champs d'ondes, il faut utiliser 
des cristaux minces. C'est la raison pour laquelle nous 
avons utilis6 un cristal de silicium de 0,7 mm d'6pais- 
seur; mais il faut alors appliquer un gradient thermique 
beaucoup plus 61ev6, de l'ordre de plusieurs dizaines 
de degr6s. 

R~sultats experimentaux 

Nous avons mis en ~vidence un certain nombre de ces 
propri6t6s en utilisant un cristal de silicium de 0,7 mm 
d'6paisseur, recevant le rayonnement Mo Kc~, de lon- 
gueur d'onde 0,7 A. Nous avons pu faire varier le gra- 
dient thermique de - 80 °cm -a ~ + 80 °cm -x. 

Intensitd de chacun des champs d'ondes 
Nous avons vu qu'on obtient, apr6s le second cristal, 

quatre pinceaux: deux dans la direction de l'onde inci- 
dente, deux dans la direction de l'onde r6fl6chie. Ces 
quatre pinceaux impressionnent un film photographi- 
que plac6 apr~s le second cristal. Nous avons 6tudi6 
les deux pinceaux obtenus dans la direction r6fl6chie. 
Ils sont issus de chacun des deux champs d'ondes. 
La Fig.7 repr6sente ces pinceaux obtenus pour un 
gradient thermique nul [Fig. 7(a)] et pour un gradient 
thermique de 35 °cm-a [Fig. 7(b)]. Pour un gradient nul, 
le champ 1 est beaucoup plus intense que le champ 2. 
Pour un gradient positif de 35 °cm -I il est un peu moins 
intense que le champ 2. Or c'est pour un gradient de 
32 °cm-1 qu'on doit obtenir th6oriquement des champs 
d'ondes d'intensit6s 6gales. L'exp6rience est done en 
bon accord avec la th6orie puisque pour un gradient 
sup6rieur h 32 °cm-X le champ 2 doit devenir plus intense 
que le champ 1. 

On peut mesurer l'intensit6 de ces pinceaux. I1 suffit 
de mesurer le noircissement des films photographiques 

3 

l 
1 
1. 

Largeur a mi-hauteur 

(sec) f 

/ - -  d = 0 , 7  m m  
~ /  - -  d= lOmm 

VtT(Tcm) 
• it 

--go -6"0 -4"0 -2b o 2b 4'0 6"0 80 
Fig.6. Largeur des profils de r6flexion th6oriques en fonction 

du gradient thermique appliqu6. Les courbes ont 6t6 cal- 
cul6es pour des cristaux de siliciurn recevant le rayonnement 
Mo K~ et pour une r6flexion 220. - ..... cristal d'6paisseur 
0,7 mm; . . . .  cristal d'6paisseur 10 mm. 
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(a) (b) 
Fig.7. Pinceaux obtenus apr6s le second cristal dans la direction du faisceau r6fl6chi. (a) V r T = 0 ° c m - l ;  (b) VrT=35°cm -1 

1" champ 1" 2: champ 2. 
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h l'aide d 'un microdensitom6tre. La Fig. 8 repr6sente 
les enregistrements de ces mesures pour diverses valeurs 
du gradient thermique. Toutes les photographies ex- 
plor6es au microdensitom~tre correspondent ~t une 
valeur de l'6cart h l'incidence de Bragg telle que l'in- 
tensit~ totale du faisceau r6fl6chi (IR1 + IR2) soit 6gale 

la moiti6 de l'intensit6 maximale de ce faisceau global. 
L'aire mesur6e sous chacun des pics obtenus nous 

donne l'intensit6 de chacun des champs d'ondes. Nous 
avons calcul6 le rapport des intensit6s des champs 
d'ondes ainsi mesur~es soit Inl/In2 et nous l'avons com- 

VrT= - 14°/cm 

= ° / c m  

_L 

~ ~ ~ _  V~" + 23°/cm 

~ ~  32 6°/cm 

VrT = + 58°/cml 

Fig. 8. Intensit~s des champs d'ondes obtenues exp6rimentale- 
ment dans la direction r6fl6chie pour diverses valeurs du 
gradient thermique; ~ droite: champ 1; ~t gauche: champ 2. 

par6 aux r6sultats th6oriques. La Fig. 9 repr6sente la 
courbe th6orique et les valeurs obtenues exp6rimentale- 
merit. I1 y a un bon accord entre les valeurs exp6ri- 
mentales et la courbe th~orique. 

Largeur des profils de r~flexion 
Nous avons mesur6 les largeurs L des profils de r6- 

flexion pour diverses valeurs du gradient allant de 
- 70 °cm-1 h ÷ 84 °cm-a. Les points exp~rimentaux sont 
repr6sent6s sur la Fig. 10 off les trois signes diff6rents 
correspondent ~t trois s~ries d'exp6riences diff6rentes. 
Entre chacune de ces s6ries le cristal a 6t6 dessoud6 
puis ressoud6. Les r6sultats obtenus concordent assez 
bien avec la courbe th6orique (en trait plein) bien que 
l'ensemble des points soient situ6s plut6t au dessus de 
cette courbe. Ces faibles divergences s'expliquent tr~s 
bien. Nous y reviendrons dans la discussion. 

IntensitO maximale du faisceau rOflOchi 
On peut mesurer rintensit6 maximale du faisceau 

r6fl6chi en fonction de la valeur du gradient thermique. 
Les valeurs que nous avons obtenues correspondent 
aux points repr6sent6s sur la Fig. 11 off la courbe en 
trait plein est la courbe th6orique dont l'6chelle a 6t6 
ajust6e pour faire correspondre au mieux les valeurs 
th6orique et les valeurs exp6rimentales. 

L'ensemble de ces r6sultats montre que l 'accord entre 
l'exp6rience et la th6orie est tr6s bon. 

Discussion 

Les soudures que nous avons dfi faire sur le cristal de 
silicium le d6forment 16gbrement. En effet, lorsque le 
cristal ne comporte aucune soudure, les traces des 
champs d'ondes obtenues apr~s le second cristal sont 
parall~les entre elles. Par contre, lorsque ce m~me 
cristal comporte des soudures, ces traces ne sont plus 
parall~les entre elles mais courb6es. Le faisceau incident 
6tant form6 de rayons qui ont tous la mame incidence 
sur un cristal parfait, cela prouve que le cristal est 
16g~rement d6form& Heureusement cette d6formation 
est faible. Nous avions pris soin de tester les cristaux 
soud6s, par la m6thode de topographies de Lang. Les 
images obtenues ne r6v61~rent aucun d6faut. Rappe- 
lons d'ailleurs que Hart (1966) qui a utilis6 des cristaux 
taill6s en forme de coin et soud6s h peu prbs de la mame 
faqon n 'a  pas mis en 6vidence de d6formations en utili- 
sant cette m~me technique de Lang. Hart  a 6tudi6 des 
topographies en pose fixe, qui sont tr~s bonnes et pr6- 
sentent de nombreuses franges hyperboliques dont il 
a mesur6 le d6placement en fonction du gradient ther- 
mique appliqu6. (Signalons que notre interpr6tation 
des r6sultats de la th6orie de Penning & Polder permet 
d'expliquer facilement les diff6rences de contraste des 
topographies obtenues par Hart, pour deux r6flexions 
sym6triques (220 et ~ 0  par exemple) et que nous 
avons d'ailleurs retrouv6es en faisant quelques topo- 
graphies en pose fixe sur notre 6chantillon pour diverses 
valeurs du gradient thermique. En effet, prendre deux 
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topographies sym6triques pour une valeur d6termin6e 
du gradient thermique, revient g obtenir deux valeurs 
oppos6es du gradient thermique (voir la Fig.3). Or 
nous avons vu que pour un gradient positif, les inten- 
sit6s de chacun des deux champs d'ondes tendent/~ se 
rapprocher, deviennent m~me 6gales pour une valeur 
bien d6finie du gradient, puis le champ 2 devient plus 
intense que le champ 1. I1 est done normal que lors- 
qu 'on applique un gradient positif progressivement b. 
partir de 0 °cm -1, le contraste des interf6rences entre les 
champs d'ondes augmente (pour ~tre maximum lorsque 
les champs d'ondes ont m~me intensit6), puis qu'il 
diminue. Pour un gradient n6gatif, les intensit6s des 
deux champs d'ondes diff6rent de plus en plus, aussi 
le contraste ne fait que diminuer et les franges sont 
done rapidement invisibles). 

Les exp6riences faites avec un montage h deux cris- 
taux r~v~lent done une 16g~re d6formation due aux 
soudures. Heureusement, la 16g~re d6formation que 
nous avons cr66e en soudant le cristal ne masque pas 
les effets du gradient thermique mais elle explique que 
les largeurs des profils de r6flexion obtenus soient en 
g6n6ral situ6es au dessus de la courbe. 

La courbe th6orique (en trait plein) de la Fig. 10 a 
6t6 trac6e en prenant comme valeur du coefficient de 
dilatation lin6aire du silicium, ct, celle que donne Gib- 
bons (1958) soit c t=2,35 .10-6°C -1. Hart (1966) a uti- 
lis6 une valeur de c~ ~gale ~ 2 ,89.10-6°C -1 car cette 
valeur rendait le mieux compte de ses r6sultats exp6ri- 
mentaux. Sur la Fig. 10 nous avons repr6sent6 en poin- 
till6 la courbe tMorique qu'on obtiendrait en prenant 

6gal h 2,89.10 -6 °C-1 (courbe 2). Nos r6sultats exp6ri- 
mentaux s'accordent plut6t mieux avec la courbe en 
trait plein si l 'on tient compte d'une d6formation r6si- 
duelle due aux soudures, mais la pr6cision des mesures 

ne permet pas de traneher entre l 'une ou l 'autre valeur 
de e. 

On peut affirmer que les r6sultats exp6rimentaux que 
nous avons obtenus sont en bon accord avec les diverses 
th6ories faites jusqu'~t pr6sent et qu'on peut ainsi uti- 
liser en toute s6curit6 les tMories de Penning & Polder 
(1961) ou de Kato (1963, 1964a, b) tant qu'il s'agit 
d'intensit6s ou de trajets des rayons X. Naturellement 
si on s'int6resse aux ph6nom~nes de diffraction, il faut 
faire appel ~ la th6orie de Takagi (1962). 

Je remercie vivement Monsieur le Professeur A. 
Authier pour ses nombreux conseils et encouragements. 
Je tiens /l remercier Monsieur Y. Bernard, technicien 
du laboratoire, pour son aide efficace tout au long des 
exp6riences. 
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-5'0 0 50 160 V~T°/cm 

Fig.9. Rapport des intensit6s des ondes r6fl6chies issues du 
champ 1 et du champ 2, obtenues exp6rimentalement en 
fonction du gradient thermique appliqu6 au cristal. --courbe 
th6orique; o points exp6rimentaux. 
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Fig. 10. Largeurs des profils de r6flexion obtenus exp6rimentalement pour diverses valeurs du gradient thermique. - -  
th6orique calcul6e pour c( = 2,35 • 10 -6 ; . . . .  

courbe 
courbe th6orique calcul6e pour c(=2,89 • 1 0 - 6 ;  A, O, × points exp6rimentaux. 
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,/,,,i, m a x  

o 

~ o  z...._.___L~ o_~__.___.--- 

-100 - 5 0  0 50 100 %T°/cm 

Fig. 11. Valeurs du maximum du profil de r6flexion total ob- 
tenues exp6rimentalement pour diverses valeurs du gradient 
thermique, courbe th6orique dont l'6chelle a 6t6 ajust6e 
pour correspondre aux valeurs exp6rimentales. ©, zx, va- 
leurs experimentals. 
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Propri6t6s des Groupes d'Espaee de Classe et de R6seau Donn6s. 
Construction des Groupes d'Espaee et des Groupes Magn6tiques 

PAR J. SIVARDI~,RE 

Centre d'Etudes Nucldaires, Rue des Martyrs 38, Grenoble, France 

(Recu le 8 ]uillet 1968) 

Space groups having the same translation subgroup and the same point group form an Abelian finite 
group. This property is used to simplify the construction of space groups. The case of magnetic groups 
is examined too, and the results are interpreted in Fourier space. 

Propri6t6~d'additivit6~des groupes d'espace 

Soit Ge un groupe d'espace de r6seau T et de classe G. 
(elxa) et (fllx13) deux 616ments de Ge: 

=(elT,, p) (affix,,). (1) 

On voit que Ge est une extension de G par T, d6finie 
par une application A de G x G dans T: h tout couple 
de rotations ponctuelles c~ et fl, on associe une trans- 
lation enti~re I',, 13. [Si on ajoute aux translations ~. 
et xp des translations enti~res arbitraires, on obtient 
une application A' 6quivalente, d6finissant le m~me 
groupe Ge (Ascher & Janner, 1965.)] 

L'application A satisfait la relation fonctionnelle 
suivante exig6e par l'associativit6 du produit 

(~1~.) (~1~13) (~1~,): 
T.,  13 + T.13, ~ = T~, ,~, + ~T, ,  ~ ,  (2) 

soit au total g 2 _ g  relations. 

R6ciproquement soit A une application de G x G 
dans T satisfaisant ces gZ_g relations, elle d6finit un 
groupe d'espace de r6seau T et de classe G. On peut 
en effet d6terminer g vecteurs x. satisfaisant les g2 rela- 
tions lin6aires: 

ct~13 + ~, = T,, p + ~,13. (3) 

Consid6rons alors deux groupes G~ et G 2 de r6seau 
T et de classe G, d6finis par les applications A1 et A2 
(~ une 6quivalence pros). Soit A l 'application somme 
de A1 et A2, d6finie par: 

J 1 2 T., ~ -  T., p + T~, ~. (4) 

L'application A satisfait la m~me relation fonction- 
nelle que A1 et AE et par suite elle d6finit un groupe 
d'espace Ge de m~me r6seau T et de m~me classe G, 
que nous appellerons somme de G~ et G~. 

Plus pr6cis6ment, si x~ et xg sont les translations non 
primitives associ6es/t a dans G~ et G~,, ~, = ~ + ~ est 
la translation associ6e h a dans Ge. 


